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Variables aléatoires discretes

Variable aléatoire discrete
Un petit jeu de des

P(X =1) = 1/6
P(X = -10) = 5/6

pas tres favorable a vue de nez...



Variables aléatoires discretes

Loi de probabilité

La loi de probabilité (ou distribution ou fonction de densité) decrit
les repartitions des frequences d’apparition des résultats d'une
experience aléatoire.

Fonction de répartition

La fonction de repartition correspond a la distribution cumulée que
nous avions dans le cours sur les représentation graphique des
donnees.



Variables aléatoires discretes

Espérance

L'espérance, notée E(x) correspond a une moyenne pondérée:

I

E(X) =3 a:f(x)

i=1

Variance, V(X)

V(X)= E{[X - E(X)]’} = E(X?) - [E(X)]

Il s’agit de rappels. Si cela n’est pas clair, les TD vont préciser les
choses.



Variables aléatoires continues

Fonction de répartition

C’est la méme chose que pour les variables aléatoires discretes,
excepté que x appartient a R cette fois.

vz e R, Fx(z) = P(X < )

Propriétés intéressantes...

Propriété 1 : Fx(x) est croissante

Propriété 2 :
lim Fx(x)=1
T— =400
Propriété 3 .
lim Fx(x)=0

va € R, P(X < a)=Fx(a) = / f(t)dt



Variables aléatoires continues

Fonction de densité

C’est la méme chose que pour les variables aléatoires discretes,
excepté que x appartient a R. Il s’agit de f(x) dans la formule
précédente.

Propriétés intéressantes...

vz e R, f(z) >0
+ox
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Variables aléatoires continues

Espérance

En suivant exactement la méme construction que pour les variables
aléatoires discretes, on définit 'espérance:

o

B(X) = / t f(t)dt

o

; '+:)C:
E(X?) = / t f(t)dt

of — (O

Variance, V(X):

ldem pour la variance

V(X)=E {[x _ E(X}]‘?} — B(X2?) — [E(X))?



En résumé

Une fonction de répartition d’'une variable aléatoire x est une fonction
F(x) qui, pour tout X, indique la probabilité pour que x soit inférieur ou
égal a x;.
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Variable continue (sigmoide \/5rigple discréte (escalier)
pour La loi normale)
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 Lois discretes
Loi binomiale
Loi de Poisson

* Lol continue
Loi normale
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La loi binomiale: B(n,p)

La lol binomiale:

C’est une distribution discontinue qui donne les
probabilités de voir apparaitre un evénement de
probabilité p respectivement 0,1,2,3,...n fois au cours de
n epreuves.

Seulement deux évenements peuvent apparaitre.
B(n,p) : n est le nombre d’épreuves, p est la probabilité

d’'un des deux evenements (p.e. succes), g est la
probabilite complémentaire (p.e. échec).
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La loi binomiale: B(n,p)

La probabilité de voir apparaitre x fois le méme
évenement de probabilite p au cours de n épreuves
iIndépendantes peut s’écrire:

X N—X X n! n—X X
P(X) = Cla""p* = d™
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La loi binomiale: B(n,p)

Exemple:
Une famille de n enfants, quelle est la probabilite d’avoir x
garcons?

B(2,0.5)?

B(7,0.5)?
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La loi binomiale: B(n,p)

Avec n=2: B(210-5) Distribution de probabilité : B (7, 0,5)
X P(X) x P (x)

0 0.25 o | —  057.050 = 0,0078
1 05 01(7-0)1 :
5 0.25 1| —2X _ os6.051 = 0,0846
. 1 (7-11
2 | ==Ll . qerignriaitieio
21(7-2)1
3 | —  054.053 = 02734
31(7-3)1
4 I 053054 = 02734
41(7-4)1
6 | —L— 052.0,85 = 01840
51(7-5) |
6 | —Z1 _ 051.056 = 0,0546
61(7-6)1
7 | —Z— 050-057 = 00078
70 7-71
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La loi binomiale: B(n,p)

Distribution de probabilité du nombre de garcons (x)
dans une famille de sept enfants — B (7, 0.5)

\ Symeétrique!!
Pl(x)

0,30

0,25 —
0,20
0,15
0,10
0,05
M |
0 1 2 3 4 5 6 7 x
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La loi binomiale: B(n,p)

Des rats sont conditionnes. Un passage a 25% d’étre
emprunté. 5 essais...

B(5,0.25)??7?
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La loi binomiale: B(n,p)

istri : ilité - 0, o y
Distribution de probabilité : B (6, 0,25) Distribution de probabilité du nombre de rats (x) emprun-
tant la branche supérieure droite du labyrinthe en H
B (5. 0,25)
x Px)
51 N
= e 5 = 0,2373
0 (5—0)!0!0'75 A
1 | —3'  07854.025 = 03956 Pix)
5-1111 0,35
2 | —3' _ 0,753.0,252 = 0,2636 0,30 n=
5-2)121
0,25
3 —L—“ 0,752.0,253 = 0,0879 0,20
(5-3)!13!
51 0,156
4 ——— 0,75 -0,2564 = 0,0146
(5-4)141 0,10 I
0,05
51 ' m = -
5 — 0,265 = 0,0009
(5-5)151 ¢ 1 2 a 4 & x
Dissymetrique!!!!
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La loi binomiale: B(n,p)

Espérance mathéematique

E(x) =3 P(x)

Pour la lol binomiale:
E(x)=np

Exemple:
Quelle est I'espérance mathématique du nombre de
garcons dans une famille de 7 enfants?

E(X)=np=7-05=35
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La loi binomiale: B(n,p)

Pour une distribution binomiale:

o’ =npg

Exemple:
Quelle est la variance du nombre de garcons dans
une famille de 7 enfants?

c°=7-05-05=1.75
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La loi normale: N(u,0)

Précurseurs : de Moivre (1733), forme actuelle :
Laplace (1712), Gauss (1809)

. (x—p)’?
f(X) = e 20°
2710°%

La variable x peut étre continue, sans borne inf ou sup.
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La loi normale: N(u,0)

Intervalles renfermant 68,27 %, 95 % et 99 % des valeurs
distribudes normalement

Espérance : E(X) = n

A fix)

Variance : Var(x) = 62

Symeétrique par rapportap
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La loi normale: N(u,0)

Loi normale centrée réduite: moyenne = 0, ecart type = 1.

1¢'¢ transformation : X =x - u

2¢me transformation ;: Z=X/oc

—0 </ <+
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La loi normale: N(u,0)

Courbe normale : d(/(u,o)

(%)
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La loi normale: N(u,0)

Courbe normale centrée : LI(/(O, o)
ﬁ flx)
X2
filoe). = 1 e 202
ovVam
— -
- 00 oo X

On retire la moyenne (on centre sur 0) -



La loi normale: N(u,0)

Courbe normale centrée réduite : d(f (0, 1)

A

tlz)

On divise par I’écart type (Nouvel écart type = 1)
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La loi normale: N(u,0)

L'aire totale comprise entre la courbe et I'axe des
abscisses est égale a 1.

ZZ
2dz =1
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Représentation graphique de ¢ (z,)

courbe de densité de
2

probabilité

QN :
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La loi normale: N(u,0)

Fonction de densité et fonction de répartition

.5 1
04 A 08
=
03 | Y1 oos |
<
=, o
tad / \ A,
02t _,-'. I'._I 04 +
01 | Mopn |
o |_--"*'/ 1 1 1 ..-""'--_I 1] 1 1 ]
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 a 1 . 3 4 5
X X
F1G. 5 — Loi de normale centrée réduite (x =0, o0 = 1) : fonction de densité

a gauche, et fonction de répartition a droite.
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La loi normale: N(u,0)

TABLE IIl — AIRES LIMITEES PAR LA COURBE NORMALE CENTREE
REDUITE

La table fournit les valeurs de 43 (z) pour z positif. Lorsque z est négatif
il faut calculer le complément & I'unité de la valeur lue dans la table. La pre-
migre colonne indique la premiére décimale de z et la premiére rangée fournit
la deuxiéme décimale.

Exemples : pour z = 1,21, ¢ (2) = 0,8869 etpour z = - 1,21, ¢ (2) = 0,113

r 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 c,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0,5040 0,508D 0,5120 ©,5168 0,5199 0,5239 0,5279 0,531% 0,5359
0,1 10,5398 10,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,559 10,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 10,5793 0,5832 10,5871 10,5910 10,5948 0,5987 0,6026 0,6064 D0,6103 0,6141
0,3 0,6179 10,6217 ©0,6255 10,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 D0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,8591 0,668 10,6666 0,6700 0,673 0,6772 0,5808 D0,6844 0,6879
0,5 10,6915 10,6950 0,6985 0,7019 0,7054 40,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,724
0,6 10,7257 10,7291 10,7324 0,7357 10,7389 0,7422 10,7454 0,7486 0,7517 B,7549
0,7 0,7580 0,761l 10,7642 ©0,7673 0,704 0,7734 0,7764 0,7794 10,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 10,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,805 O0,B078 0,B106 O0,8133
0,9 0,815 0,818 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,835 0,8389
1,0 0,813 0,8438 0,8461 00,8485 10,8508 0,8531 0,855 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 D0,B643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,874% 0,86770 0,8790 0,8810 O0,8830
1,2 0,8849 (,8869 0,8688 10,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 60,8997 0,9015
1,3 0,903z 0,%049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,5147 0,9162 0,5177
1.4 0,919z 10,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 10,9332 0,935 10,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,906 0,9418 09,9429 0,9461
1,6 0,9452 0,9%63 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 00,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,954 0,9573 0,9582 0,9591 10,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,933
1,6 0,941 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,986 0,993 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 10,9719 0,9726 00,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,976l 0,9767
2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,788 0,9793 10,9798 0,9803 0,980 ©,9812 0,9817
2,1 0,921 10,9826 0,930 10,9834 0,9838 0,9847 0,9846 0,9850 10,9854 ©,9857
2,2 0,961 D,9864 0,9868 10,9871 0,9875 ,9878 (0,988] ©[,9884 0,9887 0,9890
2,3 00,9893 0,98% 0,9898 0,990l 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 ©,9916
2,4 0,9918 10,9920 0,9922 10,9925 0,9927 40,3929 0,931 0,9932 0,9934 0,996
2,5 10,9938 0,990 0,9941 0,9943 0,9945 G,9%6 0,9948 0,9949 0,9951 0,9957
2,6 10,9953 D0,9955 0,995 0,9957 0,9959 G,9968 0,9961 0,9962 0,9963 Q,9964
4,7 0,995 0,9966 0,997 0,998 0,993 40,9970 0,997 G0,9972 10,9973 0,997
2,8 0,974 0,9975 0,9976 0,9977 00,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,998]
2,9 10,9981 10,9982 10,9982 D,9983 10,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
z 0,0 6,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
3 0,9987 10,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,99%8 0,9998 0,9999 ©,9999  1,0000
4 1,0000 1,0800 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 30




La loi normale: N(u,0)

Plz < z,)

¢(22) - f‘—Z; 1

Plz,<z<zy) =

Plz, <z<2zy) =
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La loi normale: N(u,0)

Représentation graphique du calculde P (1< z < 2)

Il 5 agit de trouver P {1 < z < 2).
Pour ce faire, cherchons
Plz<ll = ¢ (1)

4 (1) se lit dans la table 11l

pourz = 1
$ (1) = 0,841

Puis
Plz<2)=¢1(2)
qui se lit dans la
table |l pour 2 = 2
$(2) = 0,977
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La loi normale: N(u,0)

A
alors
Plcz<2)=¢2-9¢(1)
¢ (2) - ¢ (1) = 0,977 - 0,841
La probabilité recherchée est :
Pi1<z<2) =0,136
: cﬂf{t}, 1
7
T T 1 7 ! T -
0 1 2 Z
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La loi normale: N(u,0)

Exemple: N(5,0.5), P(4 < x<6.5)7?

_ 6.5-5
21=—4 °_ ) Ly=—(7 =3
0.5 0.5
P(-2<Z<3)?

Réponse :calculde P(0O<Z<3)etde P(-2<Z<0) et
addition des deux termes.

P(0 < Z < 3) = ®(3) - ®(0) = 0.999 - 0.5 = 0.499
P(-2 < Z < 0) = ®(2) - D(0) = 0.977 - 0.5 = 0.477
P(-2 < Z < 3) =0.499 + 0.477 = 0.976

34



La loi normale: N(u,0)

Caractéristiques de la courbe normale

* f(Z) devient de + en + faible quand Z croit en valeur absolue.
* f(Z) toujours > 0.

» Courbe symétrique : f(Z) = f(-2)

» Asymptote sur I'axe des x: exp(-z%/2) ->0 quand Z -> infini

 La dérivée s’annule pour Z=0. Maximum a Z=0
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La loi normale: N(u,0)

Intervalles renfermant 68,27 %, 95 % et 99 % des valeurs
distribudes normalement

Espérance : E(X) = n

A fix)

Variance : Var(x) = 62

Symeétrique par rapportap
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La loi normale: N(u,0)

Pour une variable continue, la probabilité de tomber
exactement sur une valeur est nulle.
Qui mesure exactement 1,758942563 m?

On considere la toujours la probabilité pour que X soit
contenue dans un intervalle (P(x; £ x <£Xx,))
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