COMP. K GROUPES

ANOVA et assimilés



ANOVA : Plan du Cours

Introduction : comparaisons multiples

Analyse de variance a 1 facteur

1. Principe de ’ANOVA 1 facteur
1.1 Définitions : dispersion, variance
1.2 Sources de variabilité
1.3 F-ratio et test de HO

2. Formalisation de ’ANOVA 1 facteur
2.1 Systéme de notation
2.2 Décomposition de la variance
2.3 Test de HO

3. Conditions d’application

4. Deux modeles d’ANOVA

5. Tests a posteriori

Alternatives non-parametriques



Introduction

Comparaison de plus de 2 moyennes

Exemple : 3 groupes

j> H,:u =uw, =u,

o= th = U
Option 1 : multiple t-tests 1Mo Wy = Us
Fo- Uz = U3

Problémes :
- laborieux : k( k— 1)/2 comparaisons avec k groupes

- inadapté : augmentation du risque o (a =0.14 avec 3 groupes)




Introduction

Comparaison de plus de 2 moyennes

Exemple : 3 groupes

j> H,:u =u, =u,

o th = U
Option 1 : multiple {-teStS 1Mo Wy = Us
Mo Uy = U3

=)

Correction du seuil de significativité



Introduction

Correction pour comparaisons multiples

Tests multiples :
* m hypotheses nulles
 chacune est déclarée soit significative soit non-signicative

—mm

déclarée significative

déclarée non-significative U T m- R

Total m, m - m, m

m . nombre total d’hypothéses testées U : nombre de vrais négatifs

m,, : nombre d’hypothéses nulles vraies T : nombre faux négatifs (erreur type II)

V: nombre de faux positifs (erreur de type I) R : nombre d’hypothéses nulles rejetées

S : nombre de vrais positifs Q : proportion de fausses découvertes
4

"R



Introduction

Correction pour comparaisons multiples

Quantités a contréler :
* FWER : familywise error rate
 FDR = E[Q)] : false discovery rate

—mm

déclarée significative
déclarée non-significative U T m- R

Total m, m - m, m

FWER = PF(VZ 1) <q

« contrble de la probabilité de faire au moins 1 erreur de type | a un risque .



Introduction

Correction pour comparaisons multiples

Si les tests sont indépendants, alors

o = ‘| _ (‘| _ y)m y . le risque d’erreur de type | de chaque test
siy=5%etm=3alorsa=0.14

Si il existe une dépendance entre les tests, alors
siy=5%etm=3alorsa=0.15
o< MmMxy

Procédures de contréle du FWER et correction du seuil de significativité de
chaque test:

Bonferroni: Y = Ot/ it

5 ym
Sigak:  y=1-(1-a)
Tukey HSD : voir cours

Holm (Bonferroni sequentiel): Y, = OC/ (m— I + 1)



Introduction

Comparaison de plus de 2 moyennes

Exemple : 3 groupes

j> H,:u =u, =u,

o= th = U
Option 1 : multiple t-tests 1Mo Wy = Us
+ Correction seuil de significativité Mo-Uz = U3

Option 2 : Analyse de variance (ANOVA)

Hotth =1y =...=
H, :tous les moyennes ne sont pas



ANOVA

Analyse of Variance
ANOVA 1 facteur / One-way ANOVA



ANOVA 1 facteur - Principe

Principe de ’ANOVA

Exemple : Effet de la nature de 'occupation des sols en Bourgogne sur
leur composition isotopique (8'3C)

634 4
+

N 90 sols échantillonnés

i 3 types d’occupation : Prairie, Champs, Forét
” Example : Effet de la nature de I'occupation des
o v e o sols en Bourgogne sur leur composition
isotopique (8'°C)

650000 700000 750000 800000 850000
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ANOVA 1 facteur - Principe

Principe de ’ANOVA

Exemple : Effet de la nature de 'occupation des sols en Bourgogne sur
leur composition isotopique (8'3C)

634 4
+

N 90 sols échantillonnés

3 types d’occupation : Prairie, Champs, Forét

Example : Effet de la nature de I'occupation des
sols en Bourgogne sur leur composition
isotopique (8'3C)
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-28.54 -27.27 -27.04
— -27.51 -27.54 -26.50
-27.76 -27.00 -27.01
-28.03 -26.42 -26.94
-27.71 -27.45 -27.65
-28.25 -27.62 -27.22
-27.88 -27.30 -26.16
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ANOVA 1 facteur - Principe

Principe de ’ANOVA

Exemple : Effet de la nature de 'occupation des sols en Bourgogne sur
leur composition isotopique (8'3C)
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ANOVA 1 facteur - Principe

Principe de ’ANOVA

Exemple : Effet de la nature de 'occupation des sols en Bourgogne sur
leur composition isotopique (8'3C)

o '
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ANOVA 1 facteur - Principe

Principe de ’ANOVA

Exemple : Effet de la nature de 'occupation des sols en Bourgogne sur
leur composition isotopique (8'3C)
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ANOVA 1 facteur — Principe / Source de variabilité

Impossible

de comparer directement les dispersions intra-groupe et inter-groupe

U

Comparaison des variances : « Carrés
moyens »
Carré moyen = Somme des carrés / degré de liberté

Rappel :
Nombre de degrés de liberté = nombre d’unités d’information utilisées pour

calculer une statistique



ANOVA 1 facteur — Principe / F-ratio

Test de I’hypothése nulle

Comparaison des variances : « Carrés
moyens »

L ’
Calcul du F-ratio: F =L

VE



ANOVA 1 facteur — Principe / F-ratio

Distribution du F

density
00 0.2 04 0.6

F-value



ANOVA 1 facteur — Principe / F-ratio

Distribution du F

density

00 02 04 0.6

a :a=5%

| |
F—-value
0.

05



ANOVA 1 facteur — Principe / F-ratio

Distribution du F

Q ]
24 |<— Fa
<——F(8,12)
(o)
2 o |
‘»
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§
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© I I I I I
0 2 4 6 8
F-value

Elle dépend des nombres de degrés de liberté associés a v, et v



ANOVA 1 facteur

Formalisation
Systeme de notation / Décomposition de la variance / Test de HO



ANOVA 1 facteur — Formalisation / Systeme de notation

Systeme de Notation

Groupes

obs. 1 2 e ek

1 X M Xy A1k

2 Xog Kop T Xy X0k

! X1 i Xij Xik

n j 'xnl 1 'xn2 2 'xnj o] 'xnl k
Eftectits | n, n, -+ n, - n
Totaux 1, T T T,
Moyennes | x, X, - X, - X




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Systeme de notation

Exemple : Comparaison de la composition isotopique du carbone de 3
types d’occupation du sol en Bourgogne

Prairie Champs Forét
-28.15 -26.13 -26.11
-28.54 -27.27 -27.04
L -27.51 -27.54 -26.50
— T -27.76 -27.00 -27.01
-28.03 -26.42 -26.94
-27.71 -27.45 -27.65
-28.25 -27.62 -27.22
-27.88 -27.30 -26.16
n.
j 8 8 8
7}' -223.83 -216.73 -214.63 -655.19
X . -27.98 -27.09 127.83 -27.30

J



ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Calcul des variances intra- et inter-groupes

kK nj
. . <\2
Dispersion totale : SCT = EE(XU _ X)
b. 1 2 . k . .
SR Eyar e j=l il
2 Xor KXo xz,‘ """" k
: V Ey 5' R _u
rij x:,.l xn;.Z xn.j,j xn.,,k k n] T2
Effectifs | n, n, -+ n, - n _ 2
et SCT—EE(’%‘ '_)
Moyennes§ X, x, - X, - X ]=1 i=1 n
n
—\2
Variance totale : ¢ = -=! —

n-1 n-1



ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Exemple : Comparaison de la composition isotopique du carbone de 3
types d’occupation du sol en Bourgogne

Prairie Champs Forét

-28.15 -26.13 -26.11

-28.54 Nf- -27.27 Nf— -27.04

-27.51 ~\l— -27.54 ~\l— -26.50
X =-27.30

Dispersion totale

SCT = inzj(xlj —)?)2

j=1 i=1




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Calcul de la variance intra-groupe

Dispersion intra-groupe:

P
obs. 12 ek

n 5 n2 ) nk
1 T _ _
;' x:‘,l x;,z . x;.j o x;’,k l=1 ._ =
n X x;_ x”:jy PR x,; P k n] 2 k
Effectifs | n, n n,oocoom — = J
e s 330 -x5) w sce-330-3L
Moyennes | X, X, X X, ]=1 i=1 ] =1 i=1 =1 ]

SCE _ SCE

Variance intra-groupe : VE
V., n- n-k




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Exemple : Comparaison de la composition isotopique du carbone de 3
types d’occupation du sol en Bourgogne

mmmmmm

Prairie Champs Forét

-28.15 -26.13 -26.11
27.27 27.04
-27.54 / -26.50

-2798 x, = —27 09 Xx,=-26.83

, =
27.71 \t -27.45 \\\— -27.65
-28.25 \-27.62 27.22

-27.30 -26.16

zzzzz

NN
~N 00
K\
S

Dispersion intra-groupe

SCE = inzj(xrz/ “’_Cj)z

j=1 i=1




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Calcul de la variance inter-groupe

upes
obs. 1 2 j k
1 Xy, Xy
2 Xy ot Xy,
i Xijgo o Xk
; X
Effectifs n;

Totau T, T, T] T,

Moye X;

J
j=1
ou
k T2 T2
SC1=E I _
An, n

_scr_sc
v, k-1



ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Exemple : Comparaison de la composition isotopique du carbone de 3
types d’occupation du sol en Bourgogne

Prairie Champs Forét
-28.15 -26.13 -26.11
-28.54 -27.27 -27.04
-27.51 -27.54 -26.50
-27.71 -27.45 -27.65
-28.25 -27.62 -27.22
-27.88 -27.30 -26.16

X =-2798 X =-27.09 X, =—26.83

9)

SCI = i/fzj(f/ —X)

Jj=1



ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Tableau d’ANOVA

Source SS (dispersion) |ddl | MS (Variance)
k k
Enj()_cj—)?)z k-1 Enj(fj—)?)z (k—l)
j=1 J=1

Résiduelle ko1 5 ko1 )

(Erreur; Intra-group) E (xl] — )_Cj) n—k E (xy — )_Cj) (n — k)
J=1 i=l j=1 i=l

Totale k 1 O k& —\2
E (xl.j—X) n-1 E (xU—X) (n-1)
j=1 i=l J=1 =l

Rappel :

Nombre de degrés de liberté associé a 1 calcul est le nombre de ses

composantes indépendantes, i.e. le nombre de composantes de base du calcul
moins le nombre de relations (parametres) qui lient celles-ci




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Tableau d’ANOVA

Source SS (dispersion) | ddlI MS (Variance)
SCI=581 | k-1=2 MS,,.ercpe =290

Résiduelle

(Erreur; Intra-group) SCE =4.83 n—k=21 MSEWW =023

Totale

SCT=11.10 | n—-1=23 s* =0.46




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Tableau d’ANOVA

Important !!

SCI+SCE =S5CT

V¥V =V,

J

Source SS (dispersion) | ddlI MS (Variance)
SCI=581 | k-1=2 | MS,,..co. =290
Résiduelle
(Erreur; Intra-group) SCE =4.83 n—k=21 MSEWW =023
Totale
SCT =11.10 | n—1=23 s> =0.46
M M
o4 MAIS !!

MS, + MS, = s




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Décomposition de la variance

Expected Mean Squares

Source MS E[MS

Facteur a effet fixe:|

2

K
MS, = SCl/(k-1) Gf"'EnJ %
j=1

k-1

Résiduelle

MS, = SCE/(n-K)| o

&




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Test de HO

Hypotheses:

1H, :tous les moyennes a; = u;, — u:1H;:tous les niveauwont
'sont pas égales 'sont pas le méme effe

Si 1) normalité des données et 2) homogénéité des variances entre les k groupes

Alors, si HO est vraie (méme moyenne dans tous les populations), la
variance globale o2 de la population peut étre estimée de 2 facons :

1) Variance intra-groupe (MS;) = moyenne pondérée des variances des k groupes

2) Variance inter-groupe (MS))



Rapport des variances F

Ainsi, puisque E[MS ]=0"+ Y n;

ANOVA 1 facteur — Formalisation / Test de HO

2
k a

k-1

j=1

L etE[ MS; | = 0

-

si HO fausse

-

—> MS, > MS,

F suit une loi de Fisher-Snedecor a v, et v, degrés de liberté




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Test de HO

Distribution du /' et zone de rejet de HO

density

00 02 04 0.6
I I
'\Q
I
Ul
N

Zone de rejet
IT de HO
0



ANOVA 1 facteur — Formalisation / Test de HO

Exemple : Comparaison de la composition isotopique du carbone de 3
types d’occupation du sol en Bourgogne

Prairie Champs Forét
-28.15 -26.13 -26.11
-28.54 -27.27 -27.04
& -27.51 -27.54 -26.50
— T -27.76 -27.00 -27.01
-28.03 -26.42 -26.94
-27.71 -27.45 -27.65
-28.25 -27.62 -27.22

-27.88 -27.30 -26.16



ANOVA 1 facteur — Formalisation / Test de HO

Calcul du F-ratio

Source SS (dispersion) | ddlI MS (Variance)
SCI=581 | k-1=2 | MS,,..co. =290
Résiduelle
(Erreur; Intra-group) SCE =4.83 n—k=21 MSEWW =023
Totale
SCT =11.10 | n—1=23 s> =0.46
MS, 290
F=""L=27" 21261
MS, 023




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Test de HO

Test de HO

© | F. > Fy 05,2 ,1 donc HO est rejetée. On accepte H1
o

2 —

D

T S _ (1 5%

© o
o _ I
o

=3.47 _
05,2, 21 F; = 12.61

| | |
0 T 10 15
0.

Les compositions isotopiques du carbone des 3 types
d’occupation du sol en Bourgogne ne sont pas toutes €gales




ANOVA 1 facteur — Formalisation / Test de HO

Remarques :

1) LANOVA est toujours un test unilatéral

density
00 0.2 04 0.6
| |

F-value

2) LANOVA n’est pas un test de comparaison des variances

L2 2 2
Honeqoal_02_.-._0k



ANOVA 1 facteur

Conditions d’application



ANOVA 1 facteur — Conditions d’application

Avant de faire une ANOVA...

1) Variable dépendante quantitative

2) Indépendance des observations ]
3) Distribution normales a l'intérieur des k groupes Mx o

4) Variances des k groupes équivalentes (homoscédasticité)

X _1x 2 X _1x 2



ANOVA 1 facteur — Conditions d’application

Avant de faire une ANOVA...

Conditions pas toujours toutes vérifiees, MAIS

ANOVA robuste :
* Variances heterogenes, mais n; egaux ou proches
sinon, probabilité erreur type | # a

* Non normalité, mais grands échantillons
sinon, puissance du test modifié

Alternatives :
* Transformation des données
» Procédure modifie¢e dANOVA
« Test non-paramétrique (Kruskal-Wallis)



ANOVA 1 facteur — 2 modeles d’ANOVA

Plusieurs types d’ANOVA

Modeéle |
Modele avec effet fixe
"fixed-effects model"

Facteur controlé
(fixe)

Niveaux du facteur
compléetement controlés

Choix des seuls niveaux
d’intéréts

Modeéle I
Modele avec effet aléatoire
"random-effects model"

Facteur aléatoire

Niveaux du facteur choisis
au hasard



ANOVA 1 facteur

Tests a posteriori



ANOVA 1 facteur — Test a posteriori

Une fois HO rejetée...

Hotuwy=p,=...=u,=u
H, : tous les moyennes ne sont pas égales

ANOVA

H,:u =u, =u,
Ho oy =, = u;
HO rejetée — Hg U = U, = Uy
Ho - Wy = Uy = Us

O, u =u;#u,
" Testde Tukey

Test de Newman-Keuls
Test de Scheffé
Test de Duncan...

Tests a posteriori : —




ANOVA 1 facteur — Test

Test de Tukey

Test de Tukey Hoouy =y
H, tu, = u,

1) On classe les moyennes des k groupes par ordre croissant

2) On calcule des différences de moyennes, en commencgant par
la plus grande et la plus petite, la plus grande et la 2" plus petite,
..., la 2"d plus grande et la plus petite, la 2" plus grande et la 2™
plus petite,...

3) On calcule la variable auxiliaire g :

6]=MavecSE= M5, 0uSE=\/MSE(1 + l)sinA;‘nB

SE n 2 \n, ng



ANOVA 1 facteur — Test

Test de Tukey

Test de Tukey Hoouy =y
H, tu, = u,

1) On classe les moyennes des k groupes par ordre croissant

2) On calcule des différences de moyennes, en commencgant par
la plus grande et la plus petite, la plus grande et la 2" plus petite,
..., la 2"d plus grande et la plus petite, la 2" plus grande et la 2™
plus petite,...

3) On calcule la variable auxiliaire g :

4) Compare q a la valeur seuil :q,,,,: 14 =4, = H, est rejetée
a : seuil de significativité = proba. de commettre au moins 1
erreur de type | au cours des comparaisons multiples

v : ddl associé a MS; dans I'analyse de variance
k : nombre total de moyennes comparees



ANOVA 1 facteur

et si les postulats ne sont pas veérifies...



ANOVA 1 facteur — Alternatives non-parameétriques

1 — Transformation des données

2 — Tests de permutation

3 — Tests non-paramétriques :

=} o=

X 2

Kruskal-Wallis



KRUSKAL-WALLIS

Comparaison des rangs



ANOVA 1 facteur — Test de Kruskal Wallis

Exemple : Effet de la nature de I'occupation des sols en Bourgogne sur
leur composition isotopique (8'3C)

tn

634 '§
B

90 sols échantillonnés
3 types d’occupation : Prairie, Champs, Forét

2350000 il Sl

804 806 807 808 809 810
+ + + + + o+

856 7 858 859 860 861 862
2300000 + + + + + +

908 909 910 911 914 9
+ + + + + + + + o+

958 959 960 961 962 963 964 965 966 967 968
Ea T e

1003 1004 1005 1006 1007 1008 1009 1010 1011 1012 1013
+ 0+ + + o+ + o+ o+ o+ o+

1048 1049 1050 1051 1052 1053 1054 1055 1056 1057 1058
+ o+ o FF T

912 913

Prairie Champs Forét
-28.15 -26.13 -26.11
-28.54 -27.27 -27.04

2250000

1092 1093 1094 1095 1096 1097 1098 1099 1100 1101
+ 0+ + o+ O+ O+ o+

t1ge 1137 1138 1139 1140 1141 1142 1163 1184 1145 1146 -27.51 -27.54 -26.50
2200000 + +
1180 1181 1182 1183 1184 1185 1186 1187
P =27.76 -27.00 -27.01
20 1221 1222 1223 1224 1225 1226 1227 * * *
T YT T YA
1283 1264 1265 1266 126 —28 03 —26 42 —26 94
i . . .
2150000

-27.71 -27.45 -27.65
650000 700000 750000 800000 850000 _28 2 5 _27 . 62 _27 . 2 2
 —) ooooo 150000 200000 _27.88 —27_30 —26,16

distribution des données non normale
MAIS et/ou

variances hétérogenes



ANOVA 1 facteur — Test de Kruskal-Wallis

Les hypotheses

H, : [l n'y a aucune différence entre les k groupes
ou les k groupes sont issus de la méme population statistique
ou les k groupes constituent un ensemble homogéne

H, : Il existe au moins une différence entre 2 groupes
ou les k groupes ne proviennent pas de la méme population statistique
ou les k groupes constituent un ensemble hétérogene

Important ! :

Hy:p =u,

H, : tous les Moyennes ne sont pas €gales



ANOVA 1 facteur — Synthese

Comparaison de plusieurs échantillons indépendants

Variable quantitative
non-normalité des données
ET/OU
Hétérogénéité des variances
Variable semi-quantitative

Variable quantitative
normalité des données
ET

Homogeénéité des variances

ANOVA Test de Kruskal-Wallis
H, acceptee H, rejetee H, acceptée H, rejetée
Test a poteriori Test a poteriori
(ex. Tukey)

WV N
[ Toutes les moyennes sont égales} [ Aucune différence entre les k groupes




